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ВПЛИВ ТУРБУЛЕНТНОЇ АТМОСФЕРИ НА РОЗШИРЕННЯ
СВIТЛОВИХ IМПУЛЬСIВ
Випадковi флуктуацiї показника заломлення iстотно впливають на статистичнi характеристики
лазерного пучка при поширеннi його через турбулентну атмосферу. У випадку сильної турбулентностi
та великих вiдстаней мiж джерелом випромiнювання та приймачем ефект збiльшення довжини iмпуль-
су (розширення iмпульсу) може бути значним. Це призводить до таких небажаних явищ, як флуктуацiї
часу прильоту iмпульсу до детектора та перекриття сусiднiх iмпульсiв. В результатi обмежуються
можливостi використання лазерiв для передачi в атмосферi квантових криптографiчних ключiв, змен-
шується ефективнiсть високошвидкiсних оптичних систем зв’язку. В данiй роботi ефект розширення
свiтлового iмпульсу дослiджується теоретично з використанням методу фотонної функцiї розподiлу у
фазовому просторi [1]. Одержанi аналiтичнi вирази дозволяють оцiнити збiльшення довжини iмпульсiв
i прогнозувати можливiсть їх перекриття.
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1. Вступ
При поширеннi через атмосферу лазерний пу-
чок зазнає впливу флуктуацiй показника заломле-
ння. Цi флуктуацiї мають мiсце внаслiдок випад-
кових змiн локальної температури атмосфери, якi,
в свою чергу, проявляють себе через змiни її густи-
ни [2, 3]. Характернi розмiри випадкових неоднорi-
дностей густини (турбулентних вихорiв) лежать в
iнтервалi вiд кiлькох мiлiметрiв (внутрiшнiй радi-
ус вихорiв, l0) до сотень метрiв (зовнiшнiй радiус,
L0).
Поширення пучкiв оптичного випромiнювання
в середовищi з флуктуючим показником заломле-
ння має характернi особливостi: пiд час розсiяння
на крупномасштабних атмосферних неоднорiдно-
стях пучки випадково вiдхиляються вiд початко-
вого напрямку («блукання» чи «дрижання» проме-
нiв); пiд час розсiяння на дрiбномасштабних нео-
днорiдностях збiльшується радiус пучкiв; внаслi-
док перемiщення атмосферних вихорiв, пiд дiєю
вiтру або при здiйсненнi зв’язку мiж рухомими
об’єктами, дещо збiльшується ширина лiнiї випро-
мiнювання. Одним з найбiльш негативних явищ, є
так званий ефект насичення флуктуацiй: при по-
ширеннi на великi вiдстанi статистичнi характе-
ристики лазерного випромiнювання набувають ха-
рактерних ознак гаусової статистики i тодi вiдно-
шення сигнал/шум наближається до одиницi, що
iстотно погiршує можливостi оптичних комунiка-
цiйних систем. Тому вивчення впливу турбулен-
тної атмосфери на поширення в нiй електрома-
гнiтних хвиль є актуальним напрямком сучасних
дослiджень, прогрес у якому дозволить розв’язати
багато практичних задач в галузi лазерних кому-
нiкацiй, оптичних радарних систем, астрономiї то-
що. Нашою метою є дослiдити змiну форми та роз-
мiрiв окремих iмпульсiв при їх поширеннi в атмо-
сферi на великi вiдстанi. Практично всi оптичнi
явища при поширеннi свiтла на невеликi вiдстанi
(значно меншi вiд тих, де має мiсце ефект наси-
чення флуктуацiй) можна описати давно вiдомим
методом Ритова [2], в основi якого є припущен-
ня, що атмосфера неiстотно змiнює характеристи-
ки пучкiв. Ми використаємо метод фотонної фун-
кцiї розподiлу, який є ефективним саме тодi, ко-
ли вплив атмосфери є визначальним, зокрема для
знаходження явного виразу для ширини свiтлового
iмпульсу в напрямку поширення лазерного пучка.
2. Опис взаємодiї лазерного пучка з
турбулентною атмосферою методом функцiї
розподiлу фотонiв
Фотонна функцiя використовувалась для дослi-
дження взаємодiї свiтла з напiвпровiдниковою пла-
змою ще в 1992 роцi у роботi [4]. Пiзнiше, в роботi
[1] метод був узагальнений для теоретичного до-
слiдження оптичних явищ в атмосферi.
Гамiльтонiан фотонного поля в середовищi з













де перший доданок описує фотони у вакуумi, а
другий враховує вплив випадково неоднорiдних
флуктуацiй показника заломлення на електрома-
гнiтне поле: b†k, bk — оператори народження та зни-
щення фотонiв з хвильовим вектором k, енергiя
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фотона h¯ωk = h¯kc, де c - швидкiсть свiтла у ва-
куумi, а nk - перетворення Фур’є для флуктуацiй







де V — нормуючий об’єм.
Вираз для гамiльтонiану (1) можна одержати
з представлення енергiї електромагнiтного поля
у середовищi з неоднорiдним показником залом-
лення [5] у наближеннi малих хвильових векто-
рiв k′(k′ ¿ k), де k – характернi хвильовi ве-
ктори випромiнювання, та з врахуванням мало-
стi флуктуацiй показника заломлення атмосфери
(δn(r) ¿ 1). Крiм того, показник заломлення вва-
жається незалежним вiд часу, що справедливо то-
дi, коли характернi часи змiни конфiгурацiї атмо-
сфери (10−3 − 10−2 c) є значно бiльшими за час
поширення свiтла вiд джерела до детектора. Роз-
глядаємо тiльки випадок поляризованого свiтла з
фiксованою поляризацiю при його поширеннi. Змi-
на поляризацiї, спричинена турбулентнiстю, є ду-
же малою. Бiльш детально про цей ефект йдеться
в роботi [7].
У теорiї фотоелектричних вимiрювань широ-
ко використовується позитивно-частотний опера-
тор [6]







Оператор iнтенсивностi величини Vˆ визначається
як
Iˆ(r, t) = Vˆ †(r, t)Vˆ (r, t). (4)
Легко бачити, що оператор повної кiлькостi фото-
нiв виражається через Iˆ(r, t) спiввiдношенням
nˆ =
∫
dV Iˆ(r, t). (5)
Якщо nˆ — сумарна (за об’ємом) кiлькiсть фото-
нiв, то Iˆ(r, t) можна iнтерпретувати як оператор
локальної густини фотонiв.







× eq+k/2,λeq−k/2,λ′ . (6)
Члени з великими |k| описують процеси, що
швидко змiнюються в просторi. В той же час у
багатьох практично важливих випадках iстотними
є тiльки певнi значення хвильових векторiв фото-
нiв, наприклад, коли свiтло генерується лазером,
чи проходить вузькосмуговi фiльтри, а характер-
нi просторовi масштаби змiни його iнтенсивно-
стi значно перевищують довжини хвиль. Наведемо
приклад: пучок має поперечний розмiр d ∼ 1 cm,
а довжина хвилi знаходиться у видимому дiапазонi
λ ∼ 0, 6 µm; тодi d À λ i для детальної iнфор-
мацiї про пучок досить обмежити набiр k якимось
значенням k0 (|k| ¿ k0, де 2pi/d¿ k0 ¿ 2pi/λ).
Подiбна у фiзичному сенсi, але вiдмiнна за фор-
мою процедура обмеження вкладiв компонент з ве-
ликими значеннями k у виразi для Iˆ була описана
Манделем у 1966р., який запропонував усередню-
вати оператор Iˆ по невеликому просторовому об’-
єму (V˜ ¿ V ). Згiдно iз сказаним, цей об’єм має
бути достатньо малим (V˜ = lxlylz, li ¿ d), але в
той же час його розмiри зручно взяти значно бiль-
шими за характерну довжину хвилi. Тодi оператор
nˆ(V˜ , t) =
∫
V˜
dV Iˆ(r, t), (7)
що називається оператором Манделя [6] або ж опе-
ратором густини фотонiв у об’ємi V˜ , описує «за-
грублену» густину фотонiв (а не густину фотонiв
у заданiй точцi).
З врахуванням вищесказаного далi будемо ви-







× eq+k/2,λeq−k/2,λ′ , (8)
Оскiльки ми вже обмежили характернi значення
|k| (|k| ¿ |q|), то можна вважати, що
eq+k/2,λ ≈ eq,λ, eq−k/2,λ′ ≈ eq,λ′ . (9)
Тодi внаслiдок ортогональностi векторiв eq,λ, eq,λ′
з рiзними λ, λ′ матимемо eq,λeq,λ′ = δλ,λ′ . Врахо-







Як бачимо, оператор nˆ вiдрiзняється вiд Iˆ тим, що
охоплює лише незначну область хвильових векто-
рiв k (але якої цiлком вистачає для описання фо-
тонного поля, характеристики якого плавно змiню-
ються у просторi).
Далi визначимо функцiю розподiлу:











fλ(r, q, t). (12)
Можна бачити, що оператор fλ(r, q, t) визначає
вклад фотонiв з рiзними хвильовими векторами q
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i з рiзними поляризацiями в оператор густини. За
аналогiєю з попереднiм розглядом можна ствер-
джувати, що fλ(r, q, t) - це функцiя, що описує
густину фотонiв у фазовому просторi (r, q). Легко
побачити, що оператор
∫
dV fλ(r, q, t) = b
†
q,λbq,λ
визначає кiлькiсть фотонiв з iмпульсом h¯q, а сума
по q i λ є оператором густини фотонiв у конфiгура-
цiйному просторi (r-просторi). Як буде видно далi,
функцiю fλ(r, q, t) можна використати для опису
оптичних явищ, що вiдбуваються у турбулентнiй
атмосферi на великих вiдстанях вiд джерела (при
сильнiй турбулентностi).
Подальший розгляд буде проводитись з вико-
ристанням представлення Гейзенберга. Тодi змiна
оператора f(r, q, t) у часi визначається комутато-
ром
∂tf(r, q, t) =
1
ih¯
[f(r, q, t),H]. (13)
Як зазначалося ранiше, fλ(r, q, t) використовує-
ться для поляризованого свiтла, тому далi ми опу-
скатимемо iндекс λ.
Пiдставивши вiдповiднi вирази для гамiльтонi-
ану i функцiї розподiлу, а також врахувавши, що
характернi значення q значно бiльшi за хвильовi
вектори турбулентностi, одержимо
{∂t + cq∂r + F (r)∂q}f(r, q, t) = 0, (14)
де cq = ∂qωq, F (r) = ω0∂rn(r). Звiдси видно, що
в кiнетичному рiвняннi для функцiї розподiлу при-
сутня сила, зумовлена атмосферною турбулентнi-
стю. Рiвняння (14) можна iнтерпретувати як таке,
що описує еволюцiю розподiлу точкових частинок
у фазовому просторi. Їх швидкiсть дорiвнює c(q)
i на них дiє сила F (r). Розв’язок кiнетичного рiв-
няння можна виразити через траєкторiї частинок,






= F [r(t)]. (16)
Загальний розв’язок рiвняння (14) можна запи-
сати у виглядi












, t = 0
 , (17)
де φ(r, q) значення функцiї розподiлу фотонiв у
початковий момент часу t = 0, а «траєкторiї»
r(t′), q(t′) проходять через точку (r, q) при t′ = t.
При поширеннi пучкiв з малим розходжен-
ням (параксiальних пучкiв) виконуються нерiвно-
стi k⊥, q⊥ ¿ q0, де iндексом (⊥) позначено пер-
пендикулярнi до напрямку поширення (осi z) ком-
поненти. Використовуючи рiвняння руху, можна
записати загальний вираз для iмпульсу фотона у
виглядi q⊥(t′) у виглядi




Так само з рiвнянь руху одержуємо залежнiсть «ко-
ординати» фотона r(t′) вiд часу в такому виглядi:




Тодi пiсля пiдстановки (18), (19) в (17) викори-
стаємо iтеративну процедуру (вважаючи F слаб-
ким збуренням) для знаходження явного вигляду
функцiї r(t′), яка входить у вираз для функцiї роз-
подiлу фотонiв. Остання може бути використана
для розв’язання рiзноманiтних задач. Зокрема, че-
рез неї можна виразити перший i другий моменти
f , якi описують змiни параметрiв пучка та флу-
ктуацiй iнтенсивностi при його поширеннi в атмо-
сферi. Можна також дослiдити ефекти «блукання»
пучка, флуктуацiї кута входження в апертуру при-
ймача тощо.
3. Збiльшення довжини лазерних iмпульсiв
Для дослiдження ефектiв розширення лазерних
iмпульсiв досить знайти вираз для iнтенсивностi
випромiнювання як функцiї часу та координат де-
тектора. Коли вiдомо, наскiльки збiльшується дов-
жина iмпульсiв, то можна легко оцiнити, чи має
мiсце перекриття сусiднiх iмпульсiв, або, чи мо-
жуть окремi фотони з пiзнiших iмпульсiв попасти
на детектор ранiше своїх попередникiв,тобто випе-
реджати один одного. Такi дослiдження необхiднi
для оцiнки ефективностi процедури передачi кван-
тових криптографiчних ключiв, де в кожному iм-
пульсi може бути (в середньому) близько одного
фотона, i кожен з них є носiєм одиницi iнформа-
цiї. При збiльшеннi довжини iмпульсiв спотворю-
ється також iнформацiя у високошвидкiсних кана-
лах зв’язку (див., наприклад, роботи [8],[9]).
Iнтенсивнiсть оптичного випромiнювання (з то-
чнiстю до постiйного множника), як було показа-





f(r, q, t), (20)
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де враховано, що ширина спектра випромiнювання
є малою.
Пiдставивши сюди загальний вираз для




























Для знаходження середнього значення 〈I(r)〉
необхiдно врахувати залежнiсть групової швидко-
стi свiтла, що входить у вираз (21) вiд флуктуацiй
показника заломлення. У попереднiх роботах та-
ка залежнiсть враховувалася лише в лiнiйному на-
ближеннi поδn . Зараз ми врахуємо i квадратичнi
члени. Тодi швидкiсть свiтла в атмосферi з флукту-
ючим показником заломлення набуває вигляду:










де повздовжня складова хвильового вектора qz ви-
ражається через поперечну i враховуються лiнiйнi
та квадратичнi вклади малих величин δn та q⊥(t).





































пiсля вищезазначеної замiни залежнiсть q⊥(t′) має




Перше усереднення у (23) пiсля знака суми —
це усереднення за рiзними конфiгурацiями пока-
зника заломлення, а друге — за флуктуацiями, зу-
мовлених самим джерелом. Очевидно, що обидва
випадковi процеси є незалежними.
Для 〈{b†
q+k2
bq−k2 }t=0〉 усереднення повнiстю
залежить вiд властивостей джерела. З умови зшив-
ки полiв лазерного поля та поля, що поширюється
в атмосферi, можна отримати [10]:
bq = b(V )−1/2
∫
dre−i(q−q0)rΦ(r), (24)
де лазерне поле вважається одномодовим. Φ(r) –
це нормована функцiя, що описує конфiгурацiю ла-
зерного поля поблизу вихiдної апертури, а bq, b є
операторами знищення для поля в атмосферi та на
виходi лазера, вiдповiдно. Аналогiчне спiввiдно-
шення має мiсце для операторiв народження. Вва-






















При усередненнi за рiзними конфiгурацiями по-
казника заломлення вважається, що δn(r) є гаусiв-
ською випадковою змiнною з вiдомою коварiацi-
єю 〈δn(r)δn(r′)〉 = 〈δn(r−r′)δn(0)〉. Остання ви-
значається її фур’є-перетворенням ψ(g) по змiннiй




[g2 + L−20 ]11/6
, (27)
де C2n називається структурною константою по-
казника заломлення. Вона характеризує турбулен-
тнiсть атмосфери. У багатьох найбiльш важливих
з фiзичної точки зору випадках, величиною L−20 в
знаменнику можна знехтувати i тодi формула фон
Кармана змiнюється на формулу Татарського.
Далi вважатимемо, що основний вклад у q⊥ дає
турбулентнiсть (тобто знехтуємо початковим зна-
ченням q⊥). Очевидно, що таке наближення добре
виконується при поширеннi пучка на великi вiд-






В експонентi (23) видiлимо флуктуючу ча-
стину q2⊥(t
′), записавши цю величину у виглядi
q2⊥(t
′)≡ q2⊥(t′)−〈q2⊥(t′)〉+〈q2⊥(t′)〉. Тодi наша зада-
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Знаходження середнього вiд першого мно-
жника у (30) залишається складною математи-
чною задачею. Аналiтичний розв’язок, який до-
зволяє проаналiзувати картину на якiсному рiв-
нi, можна отримати лише в грубому наближен-
нi. Воно полягає в тому, що ми вважатимемо рi-
зницю q2⊥(t
′)−〈q2⊥(t′)〉 малою величиною i зне-
хтуємо кореляцiями мiж експонентами в пер-
шому множнику (30). В результатi матимемо











розкладемо в ряд по рi-
зницi q2⊥(t




























Усереднивши за флуктуацiями показника за-























× e−0.7k2zTLl1/30 L5/30 −k2⊥L3T (1− 9k2zL4T 2), (32)
де T = 0.558C2nl
−1/3
0 , а L — вiдстань на яку поши-
рився iмпульс, L = ct.
Пiдставивши результати усереднення i зна-












































де константа I0 визначається iнтенсивнiстю джере-
ла випромiнювання i дорiвнює 〈I(r = 0, L = 0)〉.
Для отримання явної залежностi довжини iм-




z2eff 〈I(zeff )〉dz∫ 〈I(zeff )〉dz , (34)
де zeff – вiдстань до центру iмпульсу, з (33)
zeff= z− z0 − L+ 3L2T .



















L4T 2 + 35
 . (35)
З (35) можна оцiнити, за яких параметрiв си-
стеми збiльшення довжини iмпульсу стає одного
порядку з початковою довжиною, τp ∼ rz/c , тоб-
то, коли ефект розширення стає значним. Це має












Такi оцiнки спiвпадають з тими, що наведенi в
оглядi [8], хоч i отриманi iншим методом.
З формули (35) можна знайти числовi оцiнки
додаткового вкладу у довжину iмпульсу внаслiдок
флуктуацiй показника заломлення. При сильнiй
турбулентностi (C2n∼ 10−13 м−2/3) i великiй вiд-
станi поширення (L = 104 m, L0 = 10 m) дода-
тковий вклад приблизно дорiвнює ∼ 1, 5×10−12c,
що може бути одного порядку або й бiльшим вiд-
станi мiж iмпульсами у деяких високошвидкiсних
50 НАУКОВI ЗАПИСКИ. Том 87. Фiзико-математичнi науки
каналах зв’язку. Для випадку слабкої турбулентно-
стi (C2n ∼ 10−15 m−2/3) i таких же вiдстаней вкла-
дом флуктуацiй показника заломлення можна зне-
хтувати (збiльшення довжини порядку 5×10−14 c).
Видовження iмпульсiв пояснюється двома рi-
зними фiзичними механiзмами. Перший з них по-
в’язаний з тим, що пiд впливом випадкової си-
ли середньоквадратичне значення перпендикуляр-
ної складової iмпульсу фотона, q⊥, зростає з ча-
сом як t1/2, тобто має ознаки броунiвського руху
у просторi хвильових векторiв. В результатi «трає-
кторiї» окремих фотонiв вiдрiзняються вiд прямих
лiнiй. Тому фотони, що одночасно вилетiли iз дже-
рела, можуть потрапити до детектора в рiзнi мо-
менти часу. Це призводить до флуктуацiй часу по-
трапляння iмпульсу до детектора, що проявляється
як розширення iмпульсу.
Крiм цього механiзму, важливим є також дода-
ткове розширення, пов’язане з флуктуацiями моду-
ля групової швидкостi фотонiв у напрямку поши-
рення. Їхня швидкiсть флуктуює синхронно з флу-
ктуацiями показника заломлення середовища (вiд-
повiдний ефект враховується другим членом у пер-
шiй квадратнiй дужцi виразу (22)). Можна легко
переконатися, що два механiзми подовження iм-
пульсiв не корелюють мiж собою (iз формули (35)
видно, що в нiй вiдсутнi характернi iнтерференцiй-
нi члени).
4. Висновок
Основним завданням даної роботи було знайти
змiни розмiрiв лазерних iмпульсiв при поширенi їх
через турбулентну атмосферу на великi вiдстанi.
Отриманий за допомогою фотонної функцiї розпо-
дiлу вираз для довжини iмпульсу дає змогу визна-
чати цей важливий при практичних застосуваннях
параметр для рiзних значень атмосферної турбу-
лентностi i рiзних вiдстаней поширення. Показано,
що додатковий вклад у ширину iмпульсу може бу-
ти спричинений двома незалежними механiзмами.
Дана робота i метод, застосований в нiй, можуть
бути використанi для з’ясування можливостi пере-
кривання сусiднiх iмпульсiв або порушення їх ча-
сового впорядкування для окремо взятої реалiзацiї
атмосферної неоднорiдностi.
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R. A. Baskov, O. O. Chumak
THE BROADENING OF LIGHT PULSES UNDER INFLUENCE OF
ATMOSPHERE TURBULENCE : LONG-DISTANCE PROPAGATION
A laser beam propagating through the turbulent atmosphere is affected by random fluctuations of the
refractive index. In the case of very strong turbulence the possibility of increasing of pulse length (pulse
broadening) should be considered because some negative phenomena such as fluctuations of the arrival time
and overlapping of the neighboring pulses become possible. These negative effects in atmosphere could restri-
cts the performance of quantum cryptography and application of the lasers in high-data-rate communication
system. In present work the effect of broadening of light is studied theoretically. The method of photon distri-
bution function in phase space developed in [1] is used to dеscribe the light beam. The explicit expression for
width of laser pulse is obtained within above-mentioned approach.
Keywords: optical fluctuations, optical pulses, photon distribution function.
